EXERCICES SUPPLEMENTAIRES DE MATHEMATIQUES

Chapitre 5 : Fonction exponentielle de base e, fonction logarithme népérien
Exercice 1

Reésolution d’'une inéquation "< b

Un laboratoire pharmaceutique souhaite tester le temps de réaction d'un nouvel antibiotique. Pour
cela, I'équipe de recherche dispose d'une culture de 10" bactéries dans laquelle elle introduit l'anti-
biotique. Elle remarque que le nombre de bacteéries est divisé par quatre toutes les heures. Onnote u,,
le nombre de bactéries aumoment de I'introduction de I'antibiotique. Soit (u,), la suite représentant
le nombre de bactéries, contenues dans la culture, 7 heures aprés l'introduction de l'antibiotique.
1. Exprimer u,,; en fonction de u,,.

2. En déduire que la suite (#,) est une suite géométrique de raison 0,25.

3. Exprimer u, en fonction de n.

1. Calculer u,,, arrondir a l'unité.

5. Déterminer au bout de combien d'’heures le nombre de bactéries deviendra inférieur a 100.

CORRIG
Un
1. Pour tout entier naturel », on a tina = T
2. Pour tout entier naturel n, on a u,,, = 0,25 X u,, donc (u,) est une suite géométrique de raison
0,25.
3. On en déduit que, pour tout naturel n, u, = u, % (0,25)", d'or u,, = 10" x (0,25)".
4. u,,=10"x (0,25)" = 149.

Si [u,,) est une suite géométrique
5.0n cherche ntel que u, = 100, c’est-a-dire :

de premier terme u, et de raison g,
102 i —uan

10 (0,25)" = 100; (0,25)"= o7’ (0,25)* < 108, pour tout entier n, u, =ug 4"

La fonction In est strictement croissante sur ]0, + e[ donc,

pour tous nombres réels sirictement positifs a et b, @ < b est équivalenta:lna<In b.

D'oti:In [(0,25)7] =In(10%);
nln (0,25) < -81nlo0;

D Pour tout nombre entier relatif n et tout nombre réel
stricternent positif a, Ina” =n Ina.

= —8nl0 D Pour tout x de |0, 1] Inx < 0.0,25 < 1 ;donc In(0,25) < 0,
In(0,25) en divisant les deux membres de l'inégalité par un méme

—8Inl0 nombre négatif, In(0,25), elle change de sens.

o 1328

In(0,25)

On peut prendre 7= 14. Au bout de 14 heures, le nombre de bactéries devient inférieur a 100.



Exercice 2

Evolution d’une température

On éteint le chauffage dans une piece d’habitation a 22 h. La température y est alors de 20 °C.
On suppose, pour la suite du probléme, que la température extérieure est constante et égale
a 11 °C. test le temps écoulé depuis 22 h, exprimé en heures, et f{t) la température de la piece
exprimée en °C. La température de la piéce est donc modélisée par une fonction fdefinie sur
l'intervalle [0, 9].

I. Déterminer le sens de variation de la fonction fsur I'intervalle [0, 9]. On admet désormais
que la fonction fest définie sur l'intervalle [0, 9] par f(f) = 9e®'* + 11.

2. Donner une justification mathématique du sens de variation trouvé a la question précédente.
3. Calculer f(9). En donner la valeur arrondie au dixiéme puis interpréter ce résultat.

4, Déterminer, a I'aide de la calculatrice, I'heure a partir de laquelle la température est infé-
rieure a 15 °C.

5. Retrouver le résultat précédent en résolvant une inéquation.

CORRIG

1. La température diminue : fest décroissante.

2. Pour tout t de [0,9], f(£)=9(- 0,12e'%) = - 1,08e%'2.

Pour tout réel a, e® > 0, donc f'(f) < 0 sur [0,9]. fest décroissante sur [0,9].

3. fl9) = 14,1. C'est la température & 7 heures du matin.

4. On obtient = 6,76. L'heure est 4 h 46 du matin.

5.0n résout f(£) < 15, qui est équivalent a 9e®'* + 11 < 15; 9e ¥ < 4;

p012 5% ilnetiZ< ln% i-0,12t= ln% it= _—1)( ln%: 6,76. (En divisant par - 0,12 <0 les

0,12
deux membres, 'inégalité change de sens.)



Chapitre 6 : Calcul différentiel et intégral
Exercice 1

Avec la fonction expenentielle de base e

Un pont & une seule arche dune longueur de 16 m enjambe une route & double circulation.
La figure ci-dessous donne une vue de 1'une des deux facades de ce pont [ 1 unité représente
1 métre ). La partie supérieure du pont est i une hauteur de 5 m au-dessus de la route.

La partie de laxe des abscisses comprise entre — 8 el 8 représente la chaussée sur laguelle sont
délimitées les zones de circulalion des pidtons, des cyclistes ef des véhicules motorisés,
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A. Etude de la fonction représentée par la courbe 6

Soitlafonction fdéfinie, pour tout réel x de l'intervalle [- 8, 8], par :fix)= k- 0,50 + ¢~ 011
k désigne un entier naturel fixé, On note "€ sa courbe représentative, donnée ci-dessus dans le
repére orhonormé (0 ; A, B).

1. Déterminer graphigquement F(0). En déduire que pour tout réel x de I'intervalle [- 8, 8] :
Jix)=5— 0,5 4g92,

2, Wérifier que la fonction /7 dérivée de la fonction fest définie, pour towut réel x de 'intervalle
[ 8, 8], par: fix) = 0,1e =1 — g™,

3. Emdier le signe de f(x) sur [- 8, 8]. En déduire le tableau de variation de fsur [-8, 8].

B. Calcul d aire

Lafacade du pont estla partie colorée représentée sur la figure précédente.

1. Calculer 1a valeur exacte de l'intégrale : [ = I_:I:E"'h +e2= )y,

2. Varifier que l'aire de la facade exprimée en m?* vaut 5(e** — e **).

3. On veut peindre les deux facades du pont. En déduire I'aire § exprimée en m* de la surface
totale & peindre ; en donner une valeur en m® approchée arrondie & 1002

I. La peinture utilisée pour peindre les fagades du pont est vendue par bidon de 5 litres.

Sachant que cetie peinture a une propriété de recouvrement de 3 o par litre, combien de
bidons sont nécessaires pour recounTir les deux faces de cette construction ?



Ad. flo)=4 équivaut ia: 4=k-0,5x2, 4=Kk-1, k=5. Donc
f(x)=5-0,5(e"* +e2==),

On utilise le résultat {1)
du TE.

2. Pour tout x de[-8,8], f'{x)=—0,5 [0,2e"** - 0,2e-%*+] f'(x)=—0,12%=+0,1e""2=.

Développons expression donnée :

0,1e-02= (1— go4=) = 0, 1g-02= _ D,1g-02= 3 plA= — (, 1g-02= — (), le-ta =04z — O, lg-03= [, 1@%= = f*(X)

3. Pourtout x de[-8,8], e*** < 0, donc f*(x) est du signe de1- e"**. Les inéquations suivantes sont
équivalentes sur[—-8,8]:

1—e%4= 2 0, 12 @, In1=Ine"*, 0 =0,4x, 0= X.

Donc f{x)z 0 éguivaut a x < 0. Dol le tableau de variation :

X -8 0 B
flx) + -
Variations 4
def _If[_a] "//J 1\‘ _f[a]
1 1 i

E*-l-f=[ﬂ—9”’+_029'"'“LJ=[59”‘“—5“'"‘“L Une primitive da x — &=
I= {ﬁ_gus_ 55.—:!.:]_ (591.5 — 5oL }L =106 —10e~*5 = m(g:l.u _ E"-‘]. BEt X = Ea' {o=0]).
2. L'aire de la fagade est : Voir "exernple 4 au
s= [ (5= F(x))dx, paragraphe 20,

B
A= | 050"+ |d
J-—u ( = Aestl'aire de la partie

.ﬂ:u,ﬁr (0% o= )dx=0,51, du plan limitée par deux

- courbes représentatives,
SEnEUIE =] = Voir le paragraphe &C.
3. Laire 8, en m?, est de 2.4 = 10" — e,

S= 47,51 M3
4. UIn bidon de 5 litres permet de couvrir 15 m2. [ faut donc 4 bidons.

Exercice 2
Avec la fonction logarithme népérien

Calcul d'aire

Un ingénieur prépare un plan pour la réalisation de la voile d'un
bateau. La voile est représentée en bleu dans le repére orthonormeé
de la figure. L'unité représente un metre.

% est la représentation graphique de la fonction f définie sur [0,1;
+ oo par: flx) =12 + ax? + Inx.

a est un nombre réel & déterminer dans la partie A.

S est le point de € d'abscisse 1, A est le point de ‘6 d'abscisse 2, B est
le point de ‘€ d'abscisse 5, D est le point d'intersection de la droite
d'équation x= 2 et de la droite paralléle 4 l'axe des abscisses passant
parB.




A. Détermination de la fonction f

La fonction f* désigne la fonction dérivée de f.

1. La tangente & la courbe ‘€ au point S est horizontale. Déterminer f(1).

2. Calculer f'(x) pour tout réel x de [0,1 ; + ==|.

3. a. Bxprimer (1) en fonction de a.

b. Démontrer que a =-0,5.

B. Calcul d'une aire

1. Démontrer que la fonction F définie sur [0,1 ; + [ par:

Hx)= llx—Exg+Jdnx est une primitive de f sur [0,1; + o[,

2. a. Calculer la valeur exacte, exprimée en unités d'aire, de l'aire de la partie du plan limitée
par la courbe €, 'axe des abscisses et les droites d'équations x=2 et x= 5.

b. Vérifier que la valeur approchée de cette aire, arrondie au dixiéme, est 20,2 m?

3. Cette voile doit étre légére et résistante. Elle sera fabriquée dans un tissu ayant une masse de
260 grammes par métre carré. La voile pésera-t-elle moins de 5 kg ? Justifier.

| CORRIGE

A. 1. (1) =0.

2. Pour tout x de [0,1 ; + =<, f'[x)= 2ax+l.
2. af(1)=2a+1. *
b.f(1)=0etf'(0)=2a+1,donc2a+ 1=0,a=-0,5, f{x)=12 - 0,522 + Inx.
B. |. Pour toutx de [0,1; + o[ :

1 1
F(x)=11 ‘3(3"‘2]"‘1"]]“"""";* Pour démontrer que F est une

F(x)=11-05+Inx + 1 =12 - 0,527 + Inx, primitive de f, on vérifie que
F(x)=1f{x). Flx]=f[x).
2.0 d =[] f(x)dx=F(5)-F(2)
&i=55—$+51r15—22+§—2]n2,
117

| :33—T+5]]15—2]ﬂ2.

b. Avec la calculatrice, en arrondissant 4 10-, on obtient = = 20,2,
3. L'aire de la voile est: 1" =&l - &, o1 5, est 'aire d'un rectangle de c6tés DB et f(5).
o, =3% f(5)=3,3.D'o1 ¥ = 16,9 m®. Le poids en kg de la voile est donc :16,9x0,26 = 4,4 <5.



Chapitre 7 : Equations différentielles

Exercice 1

Equation ' = oy

Aprés de violents orages, des eaux de ruissellement contenant 4 % de pesticides se déversent
dans un bassin aménagé pour la baignade.

Le systéme d'évacuation du bassin permet d'v maintenir un volume constant de 30 000 litres.
On admet que le volume de pesticides, en litres, dans ce bassin est une fonction du temps
deéfinie par g(t)=f{(t)+ 1 200, t étant le temps en minutes et fétant une solution de l'équation
différentielle (E) : ' =—5 = 10-3y.

1. Résoudre 'équation différentielle (E).

En déduire l'expression de g{ ).

2. On suppose qu'a l'instant ¢t =0, le volume des pesticides dans l'eau est nul.

Déterminer la fonction g satisfaisant & cette condition.

3. Le corps médical considére que des affections cutanées peuvent survenir dés que le taux de
pesticides dans le bassin atteint 2 %. Au bout de combien de minutes ce taux est-il atteint 7 (On
donnera d'abord le résultat exact puis la valeur approchée arrondie 4 une minute.)

| CORRIGE
1. (E) est une équation de la forme y’'= ay aveca=-5x 10~,
Les solutions sont donc définies sur [0, + == par : f(f) = ke S*™" ol kest ~ f(t)=ke=
une constante quelconque.
On en déduit que : pour tout ¢ de [0, + ==[, g(t) = ke®*'"%* + 1 200.
2. g(0)=0 se traduit par: ke”+ 1 200=0, donc: k=-1 200.
g(t)=-1200e"*¥+1 200.
2. On cherche ttel que g() =30 000 x 0,02 =600 ;
- 1200 14 1200=600;
-1200e > =_g00; e =0,5;d'olr :In (e****)=1n 0,5;
-5x10%=1In05.
In0,5 . .

t=———=130. Le taux de 2 % est atteint au bout d'environ

-5x107 Ine*=x.
139 minutes (2 heures 19 minutes).

Pour calculer 2 % de
3 000, on multiplie
par 0,02.



Exercice 2

Demi-vie d'un médicament

Le traitement de certaines infections touchant l'intérieur de I'ceil nécessite I'administration
d'antibiotiques. Dans cet exercice, on étudie l'évolution au cours du temps de la concentration
d'un antibiotique chez un patient.

On modélise la concentration plasmatique de l'antibiotique dans le sang, exprimée en pg-L™,
en fonction du temps, exprimé en heure, lors d'une injection par intraveineuse, par une fonc-
tion solution de I'équation différentielle (E): ' +0,2y=10,

ol y est une fonction inconnue de la variable ¢, définie et dérivable sur 'intervalle [EI ,+c-:[, et
¥ sa fonction dérivée.

La concentration initiale de 'antibiotique est 20 pg-I7%

1. a. Déterminer les solutions de I'équation différentielle (E).

b. Déterminer la fonction fsolution de l'équation différentielle ( E) qui vérifie la condition ini-
tiale.

Cette fonction fmodélise la concentration plasmatigue de lantibiotigue dans le sang.

2. On appelle demi-vie d'un médicament, la durée, en heure, al'issue de laquelle la concentra-
tion plasmatique du médicament est égale & la moitié de la concentration initiale.
a. Résoudre dans [0 , oo [ l'équation e =0,5.

b. En déduire la demi-vie de cet antibiotique. Arrondir ce résultat &4 la minute.

| CORRIGE

1. a. L'équation (E) s'écrit y"=—0,2y, qui est de la forme y" = ay avec a=—0,2. Les solutions de (E)
sont donc définies par f(t)=k e* =k e™#, ol1 k est une constante quelconque.

b. f(t)=20 ce qui équivaut 4 : ke® =20, e" =1 donc k=20.

La fonction cherchée est définie sur [0, +e<[ par f(t)=20e".

2. a. Déquation e™* = 0,5 est équivalente & :1n[e‘°3']: In0,5, 0,2t =1n0,5 Ine"=a
In0,5

t= 5
—0,2 20

b. On cherche t tel que f(t)= == 10, c’est-a-dire 20 e =10, e* =0,5.

In0,5 247

—0,2 T

0,47 %60 =28. La demi-vie est d'environ 3 heures et 28 minutes.



Chapitre 8 : Nombres complexes

Exercice 1
Forme algébrique, trigonométrique, exponentielle
On note { le nombre complexe de module 1 ot da.rgument—

1. On considére le nombre complexe , = J‘EE g

a. Ecrire z, sous forme algébrigue.

b. Vérifier que z, est solution de l'équation (2 +i)z=14+3i.

2. Ecrire le nombre complexe z,=—1+1./3 sous forme exponentielle.

3.0n considére z, le nombre complexe de module 4 et d'a.rm.mlent%.
Viérifier que z,= z,*« L.
4. Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé (O ; &, #) direct oi I'unité est 1 cm.

On considére les trois points A, B et C daffixes respectives 7, =1+, Zy=—1+1./3 et 7.=-2
J3-2i

a. Placer les points A, B et C dans le plan complexe,

b Démontrer que le triangle OBC est rectangle en O,

l.a.z=+2 gl= JE[:DE%HE’J:L%], Li=-2 [ 1+i.

V2 A2 (2) (V2]
2’“1]' 2 2
bAZ+i)l+il=2+2i+i+P=2+3i-1=1+% s (2+i)(1+i)=1+3i, =1 +i est solution de l'équation

I:E+i:|z 1+3i.

——1+|~.IE 52:”&
|Ei‘-|_'.,|| 1:| + =i=2. '|I-|—'-.|I5l:"|-t'2 .
Hntnusﬂ_mgzg. sSiB=arpz EEEE:E
'E___l'?tmﬂ=£- 5|nEI——

. 2 r In 2|

A I'aide de résultats rappelés au B etau 1C, on obtient : H_I_E —
Dnhhﬁmeexpmmmﬂe:a:ie%.
z 2 x = x 1.2 Lusdxn
3 E'-}}(E::['!."E E&) }(EE%=|{1"§T[E'1] }EEEET',EEHE;=EE'=HEE£I-=I1IE{I ‘3=-1va{ - 3
7

a‘xz;:d.e*:za.



4. a.

¥i
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L] l '3 ! H
zﬂ £l =

—2./3
7.=—2./3-2i, d'nﬁﬂ_'c[ ’i—]

Euﬂmﬂmmmusmmﬁﬁ.ﬁ'c.
0BOC =(-1) = (-24/3) +/3 = (-2);
OBOC =23 -2/3 =0.

Le produit scalaire du vectaur

ﬁ[;] par la wmurﬁ’[::]ast:

ﬁ-ﬁ:n’+w’,

Les vecteurs OF et OC sont orthogonauy, le triangle OBC est rectangle en 0.



